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Matematica e Informatica: lo studente in veste di
programmatere studia una funzione attraverso i suoi zeri

di Marco Calvani®

QOgni conoseenza umang inizia da un'intuizione, poi
passa ai concelti ¢ si conclude con le idee,

Inmanuel Kant

L'obiettivo ¢ offrire agli insegnanti uno strumento che stimoli la curiositi ed
il gusto della scoperta degli studenti delle scucle superior che si siano occupati,
anche in maniera superficiale, di programmazione in Pascat e che abbiano
trattato lo studio di fanzioni,

Prendo spunto da un articolo! de "la matematica e la sua didattica"; la
proposta di una metodologia di approccio all'analisi numerica per studenti del
biennio delle superiori; in particolare mi interessa l'algoritsno di bisezione
applicato in un programma che calcola una scluzione approssimata di
ur'equazione.

Presento qualcosa di analogo per gli studenti del triennio in quanto ritengo
che un problema del genere possa stimolarli a ricercare nuovi quesiti ¢ risposte
riguardo lo studio delle funzioni o il nuovo argomento appena sfiorato, I'analisi
numerica.

E' importante stimolare la creativita dello studente ed avere risposte pronte
alle sue domande e richieste, premiare il suo intuito dando scientificita alle sue
scoperte,?

* Inscgnante precario presso le scuole superion di Terni.

1 Scbastiano Cappuccio. "Un esempio di approceio all'analisi numerica al bicnnio: dsoluzione
approssimata di un'equazione con l'algoritmo di bisczione™, la matematica e la sua didattica,
1992, n.1. pp.43.50.

2 B, Ponteconvo scrive a. proposito di Fermi: "Forse. grazic allingegner Amidet, un ragazzo
dotato & diventato un genio. Certo. Fermi era un fisico nato. ma ¢ difficile dire quale sarchbe
stata Ia sua sorte se I'ingegner Amided si fosse comportato con lui in maniera diversa, se, per
esempio. eghi avesse risposto alle domande del ragazzo dicendogli: "Si tratta di cose troppo
difficili per te adesso. Quando crescerai le potrai capire™.........In ogni caso si pud affermare
con sicurezza che Enrico & diventato il grande Fermi proprio perché i suoi interessi si sono
rivelati ¢ le suc esigenze intellettuali sono state soddisfatte quando egli era ancora un
Tagazzing......5¢ questo giudizie & corretto. allora il numcro dei potenziali Fermi sparsi per il
mondo ¢ di gran lunga superiore a quanto si possa immaginare.”

P S
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Il programma risclutivo pud diventare un ulteriore strumento, questa volta
creato dal discente, utile a studiare analiticamente funzioni che prima gli erano
precluse.

Determinazione di tutti gli zeri df una funzione, f(x), reale che sia

continna e derivabile in un intervallo assegnato.

Il problema della riscluzione di un'equazione ha sempre affascinato i
matematici anticht e moderni: da Al-Khuwarizmi, che nel IX sec. propone
regole generali per la risoluzione di equazioni di primo € secondo grado
esemplificate mediante casi particolari numerici, a Cardano, Newton, Ruffini, a
Gauss, che nel 1800 dimostrd in maniera chiara il teorema fondamentale
dcll'a.lgebi‘a, e altri ancora; nonostante ¢io gli algoritmi per risolvere esattamente
equazioni polinomiali generiche, mediante radicali, arrivano solo fino at 4
grado?, per il resto si hanno algoritmi risolutori per equazioni di determinati tipi.
Ricordo che stiamo parlando delle sole equazioni polinomiali!

Si pud mostrare agli studenti mediante DERIVE (ver.2.04), software
didattico che applica ii sistema di calcolo simbolico: si inseriscono equazioni

superiori al quarto grado e trigonometriche; st richiede il tipo di soluzione esatta

(tramite i comandi Option-Precision-Exact) e le soluzioni (con soLve), Sara

evidente che if programma non sempre fornisce tutte. le soluzioni, a volte non
ne fornisce nessuna®.

Ci proponiamo, assieme agli studenti, di creare un programma in grado di
determinare, con una precisione data (per es. 107'°), tutte le soluzioni reali di
un'equazione qualsiasi, trascendente o analitica.

3 William Dunlam scrive: "Nel 1824 un giovane matematico norvegese, Niels Abel (1802-
1829) sconvolse il mondo matematico dimostrando I'impossibilita deila 'risoluzione per
radicali’ nel caso di equazioni polinomiali di quinto grado o superiori.”

4E' possibile sclezionare il tipo di soluzione approssimata (mediante Option-Precision-
Approximate) in questo caso il programma fornisce una scluzione da ricercare in un
intervallo assegnato dall'utente (il grado di precisione & selezionabile con Digitsin-decimali),
nel caso di tipo di soluzione mista (Option-Precision-Mixed) ricerca prima le soluzioni esatte
(con Exact) poi si auto assegna lintervallo [-10,10] e applica il tipo soluzione approssimata s¢
non trova la soluzione raddoppia I'intervallo.
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Il problema di determinazione di uno zero € risolto con I'algoritmo noto di
ricerca binaria che sfrutta il TEOREMA DEL VALORE INTERMEDIQ3;
una volta trovato l'intervallo con estremi ai quali corrispondone valor discordi,
si fissa il valore medio degli estremi e si cerca 1] sottointervalle che verifichi la
stessa condizione fino a che I'ampiezza dell'intervallo non diventa
"ragionevolmente” piccola, pit picccla della costante piccola=1071°.

L'applicazione dell'algoritmo & nella procedura function zero(.. )¢ che viene
fornita allo studente, il quale ha il compito di sviluppare la parte che rappresenta
la novita dell'argomento, determinazione di tutti gli zeri di f{x):

Nella verifica del problema si conclude che:

1) & necessario suddividere l'intervallo in sottointervalli secondo il seguente
criterio: se I'intervallo assegnato € di ordine minore uguale all'unita si divide in
50 intervalli, se, in generale, di ordine 107 in $*10™ intervalfi. Analizzare gfi
estremi di ognf intervalle ed eventualmente (se f{if)f(sup)<0) applicare la
Junction zerof...). Nasce allora procedura procedure trovaintervalli_zeri(...);

2) si deve applicare il teorema alla derivata prima, (3}, in modo tale da
ottenere i massimi ¢ minimi della funzicne e quindi verificare se le immagini
cornspondentl, in valore assoluto, sono minort della costante piccola, dato che
se si applica I'algoritmo solo ad /(%) si trascurano gii zeri che corrispondono ad
un massimo o minimo (es. se considero la funzione x* gualsiasi intorno di 0 non
viene considerato utile in quanto f{inf)f{sup)>0 mentre x=0 & zero di furzione).
Nascono cosi function zerogf...) e procedure trova_imervalli_zerig(...).

Non ¢ detto che queste siano le soluzioni migliort, la presente € solo una
proposta, lasciamo agli studenti e agli insegnanti il gusto di migliorarla”.

SSia data Six). funzione reale comiinua in un intervalle fa,b] e tale che fla) ed fib) siano
discordi atlora esiste almeno un vaiore ollinterno dell'intervallo per il quale la funzione si

annulia.,

SZERIDIFU.PAS ¢ il programma che contienc Ic varie function ¢ procedure. vedi appendice.

7 PER I PIU" ESPERTT:il Turbo Pascal gestisce i numeri reali da 2.9x107° 2 1.7x10° con
11-12 cifre significative, se digitate prima del programma il comando {$N+}. il codice
generato svolge futti i caleoli di tipo reale utilizzando il coprocessore numerico 3087, quindi
¢ scrivete programmi con un sistema dotato di coprocessore matematico, il comando vi apre
Vaceesso a quattro uiteriord tipi di reali (single. double, extended ¢ comp) ¢ ad un intervallo di
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Struttura finale del programma ZERIDIFU.PAS:
a) procedure inputdati che riguarda l'immissione dati;
b) function f(x) (g(x)},. introduzione della funzione da studiare (della sua
derivata che chiamo g(x));
¢} function zero{..) (zerog(..)) che calcola gli zer, di fix) (g(x));
d) procedure trova_imervalli_zeri(.) (.._zerig(..)) che determina e seleziona
1 sottointervalli per poi applicare la fimetion di ¢).
¢) il MATN(programma principale) richiama ed applica tutte le procedure,

A questo punto gli studenti-programmaton passano alla verifica, applicano i
programrna a pitt funzioni con lo scopoe di rilevare eventuali carenze.

Negli esempi che seguono le funzioni sono state studiate sia con
ZERIDIFU.PAS che con DERIVE (ver.2.04):

ESEMPIO 1: fix)=sin (flog(x* + 1))

ZERlbIFU DERIVE
INPUT: /~30,30] (tipo Approximate) [-30,30]
OUTPUT: Soluzione n.1=-23.11908 (tivo Approximate) X =08
Soluzione n.2= -4.70539 Anche con gli alid tipi (Exact e
Soluzione n.3= 4.70539 Mixed) si ottiene la stessa soluzione.

Soluzione n.4= 23.11908
Soluzione n.5= $.06000

P Taten

Sty =sin (log(x* +1))

0—4932 04932

valori in virgola mobile esteso da 3.4x1 al.lx] con 19 o 20 cifre significative ¢ si
pud ottcnere la cifra con una cstensione di circa 20 decimali sostituendo 20 a 5 nel comando
del programma <writein('Soluzione n.'i, "z =" zerof(g)(infx1):4:3),)>.

3[n tipo Approximate per ottencre altre soluzioni basta fissare in modo opportuno gli
intervalli.
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ESEMPIO 2i/fx)=sin(x* + 1} +x+2
DERIVE

ZERIDIFU
{tipo Approximare) {-10,10}

INPUT: /~10,10)

QUTPUT: Soluzione n.1= -2.75203 (tipo Approximate e Mixed) x =-2.75202
Soluzione n.2=-2,38233 Nessuna soluzione con Exact,

Soluzione n.3=-1.59839

o ,"'u
S
ol !
Je=sin(x* + 1)+ x+2

Abituato a risolvere solo equazioni di determinati tipi applicando le formule,
lo studente ¢ attratto dalla novita ed affascinato dal grado di precisione delle

soluzioni,
Dopo varie applicazioni scoprira che dieci cifre decimali non sono sufficienti

per definire un numero reale.

ESEMPIO 3: f{x) = sin(1/ x)
In questo caso applichiamo solo ZERIDIFU.PAS (Derive o non da soluzioni

oppure x=1/0): avvicinandosi ad x=0 per "piccoli” intervalli il programma
produce molte soluzioni (es. inprt:[10™,107] output: 46 soluzioni) e in alcun
casl 'approssimazione non ¢ sufficiente a distinguerle oppure va in overflow?.
Man mano che restringe lintervallo, lo studente, si accorge che gli zeri
aumentano e da un certo valore in poi st ha overflow, ci¢ conferma la teoria
1
nota sull'andamento della funzione. Studia anche ¢ = e osserva che per
qualsiasi intorno di zero (es {0.002,3]) il programma va in overfolw sembra che

la funzione sia "ricca” di zeri ma ¢id non & possibile!

? 1l programma va in overflow anche sc il valore corrispondente degli estremi & "grande™:
infatt anche se flinf) e f{sup) sono numeri macchina 1 loro predotio non & detto che lo sia.

Questa carenza permette di constatare che con J'approssimazione assegnata,
non sempre si risoive il problema, consenlte, inoltre, di apprezzare ancora di pit
il ragionamento esatto del limite e scoprire nuovamente la grandezza della
Matematica nell' Analisi che "manipola” infiniti ed infinitesimi e raggiunge

risultati esatti.

1
J(x) =sin(1/x} Jx)= e
Unendo la tecria zlla pratica lo studente cerca di trarre le dovute
conclusionti? anche dagli errori (un altro ¢sempio: uno studente "inesperto”, si
chiederd come mai, se inserisce zero all'interno dell'intervallo da assegnare per le
funzioni precedenti, il programma segnala errore <division by zero>).
In conclusione lo studente si & creato un programma che gli consente di

visitare sperimentaimente Ia funzione, imparare 2 far buon uso degli errori,
ficevere nuovi stimoli verso la conoscenza matematica, stimoli che l'insegnante

avra il compito di soddisfare e rinnovare.

Ringrazio il Prof. Giuseppe Accascina per 1 consigli.

10 Se pli zeri sono molto numerosi & possibile stamparli inscrendo prima della dichiarazione
della costante piccolo una istruzione che richiami il modulo di stampa <uses prinfer;> ¢ nelle
istruzioni ¢i output far precedere Ist prima deli'espressione, <writein(lst,....... >
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program ZERIDIFU{ Programma che caleola gli zeri di f{x) assegnata in un determinato intervallo}; until abs(a-b)<piccolo;

ZErogI=X

const piccolo=1,0E-%;{Dichiarazione della costante} end: .

var inf,sup: real; procedure trova_intervalli_zeri(inf sup:real); {divide lintervallo in sottointervalli e seleziona per f{x)}
trovato; boolean;

var a,nxl: real;

ilinteger;
begin
procedure INPUTDATI {introduce gli estremi dell'intervallo} n:=1090;
begin while abs(inf-sup)>n do n:=n*10;
writeln{ Dammi # valore dell"estremo inferiore dell"intervallo ). : ~ a=inf
write(* nel quale vuoi calcolare lo zero della funzione: BN if (inf>=sup) then i
readIn{inf); , writeln{'Il procedimento non & applicabile con questi valori, cerca di cambiarli’)
write{Dammi ora il valore dell"estremo superiore: PN else :
read(sup); begin
writeln; writeln ‘ g while inf<sup do
end: begin
x1:=inf+abs(sup-a)n;
funetion fx:real): real; {inserisce la funzione da studiare] . i {f{x1)* finf)}<0 then
begin begin
fi=sin(1/x) trovato:=true;
end; writeln{'Soluzione n.',i,' =" zero(inf,x1):4:5);
=]
function g(x:real): real; {inserisce la sua derivata} end;
begin infi=x1
g=-1/(x"x)*cos{1/x) end;
end; end;

end;

funcrion ZERO(a bireal) ; real, {a2pplica l'algoritme di bisezione per f{x)}

var x.z: real; procedure trova_intervalli_zerifg(inf.sup:real);{come sopra per g(x)}
concordi: boolean; var a,n,5,x1; real;

begin .
repeat begin
x:=a+{b-a)/2; n:=100;
z=f{x); while abs(inf-sup)>n do n:i=n*10;
concordi=f{x)*{a)>0; a:=inf,
if concordi then a:=x while inf<sup do
else bi=x; begin
until abs(a-b)<piceole; x=infrabs{sup-a)/n;
ZErou=x, if {g{x1)}"g(infy<0) then
end; . begin
s:=zerog(infx1),
function ZEROG(a,b:real) : real; {come sopra per g(x}} if abs{f{s))<piccolo then
var x,z: real; begin
concordi: boolean; 7 , trovato:=true;
begin writeln{"Soluzione 0.1, zerog{inf,x1):4:5);
repeat I=it];
xi=a+(b-ay2: end,
z=glx) end;
concordiz=g(x)*g(a)>0; inf=x1
if concordi then ar=x end

else bi=x; end;
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" BEGIN{Main}
=1 .

trovator=false;

inputdati;
trova_intervalli_zeri(inf,sup);
trova_intervalli_zerifg(inf sup);
if not{trovato} then

begin
writeln{L"EQ. CON X CHE VARIA NELL"INTERVALLQ [infi4:5,"" sup:4:5,7Y;
writeln{ SEMBRA NON AVERE SOLUZIONT) :
end;
END{Man}.
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Quest'opera presenta due espe-
rienze relative all’autismo, con-
dotte incipendenternente, una a
Nivelles (Belgio) da Frédérique
Papy, I'altraaSan Francisco (USA)
da Adriana Schuler, due ricerca-
trici con formazioni iniziali di-
verse - matematica e psicoana-
litica — e con obiettivi rispeftiva-
mente propri alle loro discipline.
Entrambe le esperienze trattano
di regazzi autistici, Jeréme e
Charles. senza linguaggio.

F. Papy — G. Papy — A. Schuler

PENSIERD AUTISTICO SENZA LINGUAGGIO
Edizione italiana a curs di Patrizia Sandri, L. 26.000
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Oggi si fa melta ricerca di ottimo
livello in ltalia, presso le sedi
universitarie. sulia problematica
dell'apprendimento dalla mate-
matica. Ma che ricaduta ha sulle
pretica didattica? & possibile, e
come. «trasferires i risultati di
una ricerca sul pianc concreto.
in aula? Che spunti possiamo
trarre daliesperienza cei ricer-
catori ifaliani? E se loro stessi
sugqerissero argomenti di rifies-
sione, a questo proposito?

Bruno D'Amore (a cura di)
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