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Marco Calvani

L’articolo nasce con lo scopo di fornire un programma in linguaggio
Pascal (versione 4.0 e successive) che, data una equazione (ﬁ

grado in due variabili, classifica la conica corrispondente secondo la
geometria euclidea e, nel caso in cui si tratti di una conica non degenere
e a punti reali, la rappresenta graficamente nel piano cartesiano assieme
ai suoi assi di simmetria ed eventuali asintoti.

T secondo

Introduzione

Si & talmente abituati a mostrare
agli studenti delle scuole superio-
ri grafici di coniche con equazioni
in forma canonica o con assi pa-
ralleli agli assi cartesiani al pun-
to, talvolta, di perdere e far per-
dere il significato ben pilt vasto
del concetto di conica.

Tl programma riportato pit avan-
ti permette di rappresentare gra-
ficamente le curve «non stan-
dard» in maniera piuttosto sem-
plice.

Possibili utilizzazioni
del programma
ed interesse didattico

In campo informatico si pud pro-
porre il programma a studenti
che abbiano affrontato le coniche
anche attraverso software didat-
tici: pud essere lo spunto sia per
riflettere sul fatto che tali softwa-
re per le scuole superiori (tipo
Derive ed altri) rappresentano
nel piano cartesiano solo grafici
di funzioni, in equazione cartesia-
na, e non curve assegnate in
equazione cartesiana, sia per sof-
fermarsi sulla distinzione tra
equazione in forma cartesiana im-
plicita ed esplicita.

Inoltre, se si lavora con Cabri,
dopo aver osservato che il coman-
do <coniche> permette di traccia-
re una conica irriducibile casual-
mente nel piano e quindi (con il
comando <coordinate ed equazio-
ni>) ricavare la sua equazione in

forma cartesiana implicita, si puo
ad esempio proporre la soluzione
del problema inverso tramite il
programma.

Un ulteriore vantaggio didattico
consiste nel permettere allo stu-
dente di usufruire di un mezzo
che gli consentird di «provare»
un congruo numero di curve e lo
aiuterd a capire il significato dei
dati che inserisce, oltre ad appli-
care delle formule che, se studia-
te isolatamente, non sembrano
avere molto significato.

T conti pill pesanti vengono svolti
dal computer, lo studente ha il
compito di prevedere cid che ap-
parira sullo schermo, avra il com-
pito di eontrollare la «macchina»,
verificare la logica del program-
ma, implementarlo. Imparera an-
che che la matematica non € solo
«fare i conti»® o che eomunque i
conti non sono sempre obbligato-
ri e talvolta si possono far svolge-
re a qualeun altro.

Le conoscenze di base richieste
sono: :

— nozioni relative alla program-
mazione in linguaggio Pascal
ed elementi di grafica,

— conoscenza del concetto di ma-
trice,

— trasformazioni nel piano,

— autovalori ed autovettori,

— operazioni sulle matrici,

— equazione di una conica in for-
ma canonica cartesiana e para-
metrica.

Si suggerisce di utilizzare e ap-

profondire solo i concetti pitt inte-

ressanti per la classe, relativi agli
argomenti che si stanno affron-
tando, senza perdere di vista l'o-
biettivo principale che & quello di
«fare matematica» e costruire un
esperimento che aiuti la com-
prensione dei concetti base.

Per esempio la procedura, all'in-
terno del programma, che applica
traslazioni ed omotetie sullo
schermo e permette di rimpiceio-
lire, ingrandire e centrare I'im-
magine, & particolarmente inte-
ressante perché applica le leggl
di tragformazione nel piano ed &
di facile comprensione da parte
degli studenti che potrebbero,
con qualche aiuto introduttivo,
crearla autonomamente.

La soluzione del problema

Si parte da un assunto: un qual-
siasi software di grafica, anche il
Pascal, rappresenta grafici di
funzioni o al massimo curve in
equazione parametrica.
Data Pequazione di secondo gra-
do in due variabili la si rappre-
senta in forma maftriciale (vedi
formula (1)) e dallo studio della
matrice associata

e pulsante,. .

. . _' ’ «Lamatmce sl
S @ come wh 0Ceno Senza orizzonte,
S umo sconfinato reticolo primordiale:
G avverto lecorrentt s
S melle sue profonditc, wn flussos i
- che masce e muore e s rigenera di continio.
. costruzione, dissolvenza, ricostruzione.. do, estratta dalla
T Dimemsiond chie st thtersecano

(v. paragrafo succes-
sivo) si procede alla
prima classificazio-
ne: degenere o gene-
rale.

Tramite la matrice
dei termini di 2° gra-

matrice associata (il

- atte di tempo e di spazioin -

R : £ 4t 3Pttt | complemento alge-
- continuo mutamento solo qur 10 T sento

brico del termine no-
to), si passa alla suc-
cessiva classificazio-
ne: ellisse?, iperbole
o0 parabola.

L darere vive.
- Solo qui posso comprendere la vera.
LU essenaa dL wm wniverso o
" che vo-oltre ogmi WMaRQ TMMAginaziones.

Si ricavano poi le equazioni degli
assi di simmetria e, quindi, le iso-
metrie che fanno ottenere 'equa-
zione canonica corrispondente e
la relativa equazione in forma pa-
rametrica.

Si applica la trasformazione in-
versa alle equazioni parametri-
che ottenute ed il gioco & fatto.

Con una procedura che applica
traslazioni ed omotetie sullo
schermo si pud rimpicciolire, in-
grandire e centrare I'immagine;
questa parte del programma &
particolarmente interessante e di
facile comprensione per gli stu-
denti.

Nel paragrafo seguente viene de-
seritta la procedura teorica se-
guita per lindividuazione dell’al-
goritmo risolutivo e, nei riquadri
alle pagine 33-37, & riportato il Ii-
stato del programma.

La teoriat

Definizione. Sia fissato un siste-
ma, di riferimento con origine O e
unitd U ed assi x, ¥, si chiama ceo-
nica una curva avente equazione
cartesiana del tipo f{z,y) = 0 con
flz,y) polinomio di secondo grado
in due variabili determinato a
meno di un fattore di proporzio-
nalitd non nullo, serivibile nella
forma:

ax® + bey + cff +dx +ey +f=0.

Definizione. Si chiama matrice
associata la matrice di ordine
tre, M, cosi definita:

¢ d
a;_
2 2
M=l » £
2 2 I
d e
22f

Nota. Si pone N = My; quindi N
& la matrice quadrata My, di ordi-
ne due, estratta dalla matrice M,
ottenuta cancellando la terza riga
e la terza colonna cioé:

ol @
oo

La matrice M & simmetrica cioé
tM = M (con *M si indica la ma-
trice trasposta).

I'equazione della conica espressa
in forma matriciale diventa:

_ X
XMX=0, doveM={y| (1)
1

Fissato un altro sistema di riferi-
mento con origine O'(xsy,) ed as-
se &’ che formi con Passe x un an-
golo ¢ orientato in senso antiora-
rio gia:

X =0CX

la formula di trasformazione delle
coordinate con

cos¢ seng &
C =1\ —send cos¢d Y.
0 0 1

Llequazione della conica nel nuo-
vo sistema di riferimento sara:

XM X =0
con
M =CMC.

Quindi, dall’ultima identita si ha:
rg’(M’) = I'g(.[m (dOVe «rg» sta
per rangeo), det(M’) = det(M),
det(N") = det(N), tr(M") = tr(M)
(dove «tr» sta per traccia).

Tali valori non possono a priori
avere un gignificato geometrico
perché Pequazione di una conica &
definita a meno di un fattore di
proporzionalit.

Variando, perd, Pequazione della
conica nella forma (1) per un fat-
tore di proporzionalitd, non varie-
ranno rg(i), il segno del det(N},
il segno di det(M) tr(N) che chia-
meremo invarianti metrici.

Definizione. Una conica nella for-

ma (1), si dice:

— non degenere se rg(M) = 3,

— semplicemente degenere se
rg(M) = 2,

— doppiamente degenere sc¢

rg(M) = 1.

Definizione. 51 chiamano coniche
a centro quelle coniche non de-
generi che possiedono un centro
di simmetria.

Teorema. Data una conica non de-
genere espressa nella forma (1),
essa ¢ una conica a centro se e 56-
lo se det{N} # 0.

Studiamo innanzi tutto le coniche
a centro.

E possibile operare un cambia-
mento di riferimento in modo tale
che Pequazione della conica (1)
nel nuovo riferimento risulkti:

o wt kb F =0,

La matrice associata alla conica
in questo nuovo sistema di riferi-

mento & quindi:

a 0 0
Mw=10 v 0
0o 0 f

Per quel che si € detto sugli inva-
rianti si ha quindi:

det(M) _ det(M)
det(N)  det(N)

Le matrici N e N hanno lo stesso
polinomio caratteristico e quindi
gli stessi autovalori. Da cid segue
che nell’'ultima equazione &, b so-
no uguali agli autovalori wi, pe
della matrice N; essi sono quindi
le radici dell’equazione:

@ — tr(N) p + det(V) = 0.

Da cio segue che Pequazione della
conica nel nuovo sistema di riferi-
mento pud essere scritta nella
forma seguente:

1=

. v . det{dD
2 _.|_ 2 + — O
=T YT et
Con ulteriori caleoli si ottiene:
e yfz B
detan T detan T
adet(N) zdet(N)
Distinguiamo vari casi:
(@) det(M) = 0; det(M) - 0.
pdet(V) uadet(N)

La conica & ovviamente priva di
punti a coordinate reali e si dice
ellisse a punti immaginari. Non
essendo rappresentabile nel pia-
no reale & per noi priva di inte-
resse. Si nota, tra Paltro, che in
questo cago u, e pe sono concordi
e quindi det(N)=>0. Da qui segue
che w, pe e det(M) sono concords;
le condizioni di cui sopra sono
quindi equivalenti alle seguenti
condizioni: '

det(N)=0 ; tr(N) det(3)>0.
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det(1)
O detny = °

Ponendo:
. \/ det(M) B \/ det(})
pdet(N) | wdet(N) |

la conica assume la seguente for-
ma canonica:

_detl) _ o
" pedet(N)

2 72
T ¥ _1=0.
aE BZ
La conica & quindi un’ellisse a pun-
H reali ed assume la seguente for-
ma parametrica nelle variabili &', ¥

ELLCAN = [« cos(?), B sin(f)].

Notiamo che le precedenti condi-
zioni gsono equivalenti alle se-
guenti condizioni:

det{(N)=>0 ; tr(N)det(M)=>0.

(©) det(M) <0; det(M) 0.
mdet(N) " pedet(N)
Ponendo:
o= \/ det(M) g= \/ det(M)
mdet(V) [ medet(N)

la conica assume la seguente for-
ma canonica:
I

a,:Z

2
+¥11=0.
ai:‘. ﬁ2
E dunque una iperbole ed i suoi
rami hanno le seguenti equazioni
parametriche nelle variabili 2", %",

IPER = [*a cosh(?), B ginh(f)].
det(M) _ . det()
@ et % pdetvy

Applicando le medesime identita
di cui sopra si ottiene la seguente
equazione:

’2 ’2
r Y ii1=o0.
o B
E Tequazione dell'iperbole ca-
nonica: in questo caso le rappre-
sentazioni parametriche dei rami
dell'iperbole nel nuovo riferimen-
to &', ¥’ saranno:

IPERDUE = [« sinh(f), =8 cosh(f}].

Mediante l'isometria inversa di
quella che manda Passe x nell’asse
2’ (di simmetria) della conica e I'o-
rigine O nel centro di simmetria, &
possibile ottenere la rappresenta-
zione parametrica della conica a
centro nelle variabili x, y.

Si devono quindi determinare gli
elementi della matrice C, di cambio
di coordinate. Llorigine O'(xoy0)
coincide con il centro C(z4y.), del-
la conica. Le coordinate del cen-
tro della conica sono ottenute con
il metodo seguente: operiamo una
traslazione del sistema di riferi-
mento in modo tale che la nuova
origine coincida con C. Le formu-
le di trasformazione delle coordi-
nate per la traslazione sono:

x=x" +
Y=yt

Sostituiamo nell’equazione (1) e
determiniamo (x;%.) in modo tale
che nell’equazione:

tXI/ M” X” — 0

” "
e

si abbia

Svolgendo i calcoli si ottiene il se-
guente sistema nelle variabili x. e
Yo

l4

c d
= + =+ —=0

g T M T
—%—:%wg+byo+%=0.

Esso ammette una ed una sola so-
luzione dato che il determinante
della matrice dei coefficienti &
uguale a det(N) che & diverso da
zero (regola di Cramer).

Le coordinate del centro sono:

= @, = ce — Zdb’
2 det(N)
. cd —2ae
Yo ¥ o detvy

Si passi ora a studiare gli assi di
simmetria della conica a centro
(gli assi di simmetria sono orto-
gonali tra loro).

Distinguiamo in due casi:

1) la conica a centro ha gli assi pa-
ralleli agli agsi principali (¢ = 0).
In questo caso le equazioni degli
assi sono:

assev: x = X&,;  aSseo’ Y = iy
2} Gl assi della conica non sono
paralleli agli assi principali (¢ # 0).
Prendiamo in considerazione gli
autovalori p,u. precedentemen-
te introdotti; ghi autovettori cor-
rispondenti costituiscono i para-
metri direttori degli assi. Ricava-
re i parametri direttori di uno de-

gli assi equivale a risolvere il si-
stema ' omogeneo dedotto dalla
seguente identitd matriciale:

o -3

Poniamo & = 1 (il che vale quanto
escludere la possibilith che asse
di simmetria sia parallelo all’asse
delle ordinate) e si avra:

a*,u,l“l“%’y:o.

In conclusione il coefficiente an-
golare dell’asse di simmetria x” &:
k= 2(#»1 _ a) .

c

Poniamo come coseni direttori
dell’asse x” i seguenti valori:

cos¢g = 1. send = Kk
V1+ie V1+k?

E da notare che lorientazione
dell’asse x’ & ininfluente per la
simmetria della conica rispetto
agli assi. Si ha allora che le equa-

zioni degli assi 2" ed ¥ sono:
assel(t) = [cosdt+xc; sengt-+yc),
asse2(t) = | —sendit+xc; cosdt+yel.

La matrice di cambio di coordina-
te & quindi:

cos¢dp  —send x
C=\sen¢ cosgd Yo |
0 0 1

Teorema. Data una conica non
degenere espressa nella forma

(1), essa & una parabola se e golo
se det(N) = 0.

E possibile effettuare un cam-
biamento di riferimento in modo
che V'equazione della conica ri-
sulti:

b/y.vg_'_df f = ()

Lia matrice agsociata é quindi:

0 0o &
2
M=10 & 0
LA
2
Da cid segue che tr(M") = b’ e inol-
2
tre, dato che det(M") = _& b, si

? r 4
ha: & — o [_det@)
2 tr(N"
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program grafica;

uses crt,graph;
const maxx = 639; maxy = 500;

vat x,y,x2,y2, appl:longint;
(Gd,Gm, xc,yc,pass,j,i:integer;
deta, :
detal,a.b,c,de f,xcon,ycon,mil,mi2 k delta:real;
xa,xal,xb,xb1 xe xel, xd,xd]1: longint;
ya,yb,ye,yd,yal,ybl,yel,yd1:longint;
cosfi sinfi,alfa,beta,val xv.yv: real;
ca,cosalfa, sinalfa,coorx,coory:real;
{,corx,cory;real;
risp:char;

procedure dati_coniche;
begin
deta;=a*(b*f-e¥e/d)-(b*d*d+c*(c*i-d*e))/4,
detal =a*b-c*c/4,
end,

function sinh(t:real):real;
var din: real;
begin
sinh:=(exp(t)-exp(-1))/2
end;

function cosh(t:real):real,
var don:real;
begin
cosh:=(exp(tyrexp(-t))/2
end;

procedure assegenl;

begin
mil:=sqri(sqriay+2*a*brsqr(b) -

d*detal)/2+a/2+b/2;
mi2:=-sqri(sqria)+2*a*bt+sqr(b) -

d*detal)24+a/2+b/2;
k:=2%(mil-a)c;
xcon=(c*e-2*d¥b)/(4*detal ),
yeon:=(c*d-2*a*e)/(4¥detal);
cosfi:=Hsqrt(1+sqr(k));
sinfi:=k/sqrt{1+sqr{k));
coorx:=cosfi*t+xcon,
coory:=sinfi*t+ycon

end;

procedure assegen?;
begin
coory;=cosfi*t+ycon;
coorx:=-sinfi*t+xcon
end;

procedure asseorl;

begin '

. mil=sqrt(sqr(a)+2*a*b+sqr(b) -

4*detal)/2+a/2+b/2;

xcon:={c¥e-2*d*b)/(4*detal);
yeon;=(c*d-2*a*e)/(4*detal),
COOTX;=XCO1,
coory=t,

end,

procedure asseor2;
begin
COOry:=ycon,;
coorx:=t; '
end;

procedure asititotogen1;

begin
alfa=sqrt(abs(deta/(mil *detal)));
beta;=sqri{abs(deta/(mi2*detal)));
coorx:=alfa*cosfi*t-beta*sinfi*t+xcon;
coory:=alfa*sinfi*t-+beta*cosfi*t+ycon
end;

procedure asintotogen?2;

begin
coorx;=-alfa*cosfi*t-beta*sinfi*t+xcon;
coory =-alfa*sinfi*t+beta*cosfi*t+ycon
end;

procedure asintori;

begin
mi2=-sqri(sqr(a)+2*a¥*b+sqr(b) -

4*detal)2+a/2+b/2,
alfa:=sqrt(abs(deta/(mil*detal)));
beta:=sqrt(abs(deta/(mi2*detal))),
coorx:=-beta*t+xcon;
coory=alfa*t+ycon

end;

procedure asintoril;
begin
coorx:=-beta*t+xcon,
coory:=-alfa*t+ycon
end;

procedure iperpos;
begin
COOIX:=-
betatsinfi*cosh(t)+atfa*costi*ginh(f)+xcon;
coory:=beta*cosfi*cosh()+alfa*sinfi*sinh{t)+ycon
end,

procedare iperposl;
begin
coorx:=beta*sinfi*cosh(t)+alfa*costi*sinh(t)+xcomn;
coory:=-beta*cosfi*cosh(t)+alfa*sinfi*sinh(t)+ycon
end;

procedure iperneg,
begin
coorx:=alfa*cos{i*cosh(t)-beta*sinfi*sinh(t)y+xcon;
coory.=ala*sinfi*cosh(t)+beta*cosfi*sinh(t)+ycon
end;

procedure ipernegl;

begin
coorx;=-ata*costi*cosh(t)-beta*sinfi*sinh{t)+xcon,;
coory:=-alfa*sinfi*cosh{f)+beta*cosfi*sinh(t)+ycon

end; .
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procedure iperoriza,

begin
coorx:=beta*cosh(t)+xcon;

coory:=alfa*sinh(t)+ycon

end; '

procedure iperorizal;

begin
coorx:=-beta*cosh(t)+xcon;
coory:~alfa*sinh(t)--ycon

end;

procedure iperorizneg;
begin
coorx:=beta*sinh(t)+xcon;
coory:=alfa*cosh(ty+ycon
end,;

procedure iperotizneg!;
begin
coorx:=beta*sinh{ty+xcon;
coory:=-cosh(t)*alfa+ycon
end;

procedure ellissegen;

begin
alfa:=sgrt(abs(deta/(mil*detal)));
beta.=sqrt(abs(deta/(mi2*detal)));
coorx:=alfa*cosfi*cos(t)-beta*sinfi*sin(t)+xcon;
cgory:=alfa*sinﬁ*cos(t)+beta*cosﬁ*sin(t)+ycon

end;

procedure ellisseori;

begin
coorx:=sqrt(abs(f/a))*cos(t}+xcon;
coory:=sqit(abs(fb))*sin(t)+ycon

end;

procedure assepar;
begin

coorx:=cosalfa*i;

coory.=sinalfa*t-(2 ¥b*e+c*d)/(4*sqr(b)+sqr(c))
end,

procedure assev;
begin
coorx:=-(/(2%a);
coory:=t

end;

procedure parabolal;

begin
coorx:=cosalfa*abs(mil+mi2)/2*sqrt(-
(mi1+mi2)/deta)*sqr(t)-sinalfa*t-+xv,
coory:=sinalfa*abs(mil+mi2)/2*sqr(-
(mil+mi2)/deta)*sqr(t)+cosalfa*t-+yv
end;

procedure parabola?;

begin

coorx;=-cosalfa*abs(mi 1+mi2 /2 *sqri(-
(mil-+mi2)/deta)*sqr(t)-sinalfa*t-+xv;
coory:=-sinalfa*abs(mil+mi2)/2 *sqet(-

(mil+mi2)/deta)*sqr(t)+cosalfa*t+yv
end;
procedure paravert;

| begin

coorx.=t;
coory;=-(a*sqr(f)+d*t--)/e
end;

Function x1(var a: real): real;
begin

xl=xc+ta
end;

Function y1(var a: real): real;
begin

yl=yc-a
end;

procedure segver;
begin
Yne(i,(yc-2),1,(yc+2)),
line(j,(yc-2).j.(yc+2))
end;

procedure segor;
begin
fine((xc-2),i, (xc +2).1);
line((xc-2),j.(xc+2).5)
end;

procedure assi;
begin
line(xc, 0, xc, maxy);
line(0, yc, maxx, yc);
i=x¢;
=i
while(i<maxx)or(j>0) do
begin
i:=it+pass;
J=j-pass;
segver
end;
i=ye,
=i
while(i<maxy)or(j>0) do
begin
i:=it+pass;
J=)-pass,
segor
end;
end,

coor:real);

var app: real;

begin
app:=pas*coor;
app=x1(app);
pis=round(app)

end;

procedure assy{(var pis:longint; pas:integer;
coor:real),
var app: real;

begin
app:=pas¥coor;
app:=y1(app);
pis:=round(app)
end;

procedute tracciaipero;
begin
t=-25;
repeat
asseori;
ASSX(X4,pass,coorx);
assy(ya,pass,coory);
asseor?;
assx(xb,pass,coorx);
assy(yb,pass,coory);
asintoril;
assx(xe,pass,coorx);
assy(ye,pass,coory);
asintori;
assx(xd,pass,coorx);
assy(yd,pass,coory);
1=t +0.007;
asseorl,;
assx(xal,pass,coorx);
assy(yal,pass,coory);
asscor?; -
assx(xbl,pass,coorx);
assy(ybl,pass,coory);
asintorii;
agsx(xel,pass,coorx);
assy(yvel,pass,coory);
asintori;
assx(xdl,pass,coorx);
assy(vdl,pass,coory);
line(xa,ya,xal,yal);
line(xb,yb,xb1,ybl);
line(xe,ye,xel,yel);
line(xd yd,xd1,yd1);
1:=t+0,007;
until (t>=25);

if ((mil*deta/detal)>0) then

begin
=-3.14;

repeat
iperoriza;

procedure assx(var pis:longint; pas:integer

as8sx(x,pass,coorx);
assy(y,pass,coory),
iperorizal,;
assx(xa,pass,coorx);
assy(va,pass,coory),
{:=t+0.007;
iperotiza;
assx(¥2,pass,coorx);
assy(y2,pass,coory),
iperorizal;
assx(xal,pass,coorx);
assy(yal,pass,coory);
line(xa,ya,xal,yal);
line(x,y,x2,y2);
1=t+0.007;
umdil (>=3.14 )

end
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else
begin
t=-3.14;
repeat
iperorizneg,
assx(x,pass,coorx);
assy(y,pass,coory);
iperoriznegl;
assX(xa,pass,coorx);
assy(ya,pass,coory);
t:=t+0.007,
iperorizneg,
assx(x2,pass,coorx),
assy(y2,pass,coory);
iperoriznegl;
assx(xal,pass,coorx);
assy(yal,pass,coory);
line(xa,ya,xal,yal),
line(x,y,x2.y2),
t:=t+0.007,
wntil (-=3.14 )
end;
readin
end;

procedure ipergen;

begin
t=-25;
repeat
asscgenl;
255x(Xa,Pass,co0rx);
assy{ya,pass,coory);
assegen?;
assx{xb,pass,coorx);
assy(vb,pass,coory};
asintotogeni;
assx(xe,pass,coorxy;
assy(ye,pass,coory);
asintotogen2;
assx(xd,pass,coorx),
assy(yd,pass,coory);
t:=t +0.007;
assegenl;
assx(xal,pass,coorx);
assy(val,pass,coory);
assegen2,;
assx(xb1,pass,coorx);
assy(ybl,pass,coory};
asinfotogeni;
assx(xel,pass,coorx);
assy(vel pass,coory);
asintotogen?; ,
assx(xdl,pass,coorx);
assy(yd1,pass,coory);
line(xa,ya,xal yal);
line(xb,yb,xb1,ybl),
line(xe,ye,xel,yel);
line(xd,yd,xd1,yd1);
1:=t+0.007,
yatil (t>=25);

if ((mi!*deta/detal >0) then

begin
t=-3.14,
repeat
iperpos;

assx(x,pass,coorx);
assy(y,pass,coory);
iperposl;
assx(xa,pass,coorx);
assy(ya,pass,coory),
1=t+0.007;
iperpos;

. assx(x2,pass,coorx);
assy(y2,pass,coory);
iperposl;
assx{xal,pass,coorx);
assy(yal,pass,coory);
line(xa,ya,xal yal),
line(x,v,x2.¥2);
t=t+0.007,;
until {t>=3,14);

end

. else

begin
t=-3.14;
repeat
iperneg,
as8x (X%, pass,coorx);
assy(y,pass,coory);
ipernegl;
assx(xa,pass,coorx);
assy(ya,pass,coory);
t=t+0.007,
iperneg,
a55x(X2,pass,coorx);
assy(y2,pass,coory);
ipernegl;
assx(xal,pass,coorx);
assy(yal,pass,coory);
line(xa,ya,xal,yal),
line(x,y,x2,y2),
=t+0.007,

until (t>=3.14)
end;
readin;
end;

procedure tracciaellisseor,

begin
t=-25;
repeat
asseorl;

repeat

ellisseori,
a5sx(Xe,ass,coorx);
assy(ye,pass,coory);
=t +0.007;
ellisseori;
assx(xe¢1,pass,coorx);
assy(yel,pass,coory);
line(xe,ye,xel,yel};
t:=t+0.007,

wntil (£>=3.14 );
readin '

end;

procedure tracciaellisse;
begin
=-25,
repeat
assegenl;
assx(%a,pass,coorxy;
assy(ya,pass,coory);
assegen?;
assx(xb, pass,coorx),

a55x(Xa,pass,coorx);
assy(ya,pass,cooty);
asseor’;
agsx(xb,pass,coorx);
assy(yb,pass,coory),
t:=t +0.007;

asseorl;
assx(xal,pass,coorx),
assy(yal,pass,coory),
asseor;
assx({xb1,pass,coorx);
assy(ybl,pass,coory);
line(xa,ya,xal yal),
line(xb,yb,xb1,yb1);
+:=t+0.007,

umtil (=25 ),
£=-3.14;

assy(yb.pass,coory);
t:=1 +0.007;
assegenl;

assx(xal pass,coorx);
assy(yal,pass,coory),
assegen?;
assx(xbl,pass,coorx),
assy(ybl,pass,coory);
line(xa,ya,xal,yal},
tine(xb,yb,xb1,yb1);
t:=t+0.007,

until {t>=25);
t=-3.14;

repeat

ellissegen;
assx{x¢,pass,coorx);
assy(ye,pass,coory),
t=t +0.007,
ellissegen;

assx(xel, pass,co0rx);
assy(yel,pass,coory);
line(xe,ye,xel,yel);
1=1+0.007,

until (£>=3.14 ),
readln

end,

procedure tracciaparabor

begin
=-25;
repeat
assev,
assx(xa,pass,coorxy;
assy(ya,pass,coory);
paravert,
assx(xe,pass,coorx);
assy(ye,pass,coory);
t:=t -+0.007;

A55EV,
assx(xal,pass,coorx);
assy(yal,pass,coory);
paravert;
assx(xel,pass,coorx);

assy(yel,pass,coory);
 line(xa,ya,xal,yal);
line(xe,ye,xel,yel),
t:=t+0.007,
until (>=25);
readin

end;

procedure tracciaparabola

begin

if (defta>0) then

begin

t=-10;

repeat

assepat;
assx(xa,pass,coorx);
assy(ya,pass,coory);
parabolal;
a8sX(Xe,pass,coorx),
assy(ye,pass,coory);
t=t +0.01;

assepar;
assx(xal,pass,coorxy,
assy(yal,pass,coory),
parabolal;
assx(xel,pass,coorx);
assy(vel,pass,cooty);
line(xa,ya,xal,yal);
line(xe,ye,xel,yel);
t:=1+0.01;

until (>=10 );

readin

end

clse

begin
1=-10;

repeat

assepar;
a8sX(Xa,pass,coorxy);
assy(ya,pass,coory);
parabola2;
assx(xe,pass,coorx),
assy(ye,pass,cooty);
t=t +0.01;
assepar;
assx(xal,pass,coorx);
assy(yal,pass,cooty),
parabola2;
assx{xel,pass,coorx);
assy(vel,pass,coory),
line(xa,ya,xal,yal);
line(xe,ye,xcl,yel);
t=t+0.01;

until (£>=10);

readin

end

end;
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procedure iperbole; delta:=delta- 4¥b*sqr(c)y*sqr(c)*sqr(cy*(c*yv-+d);
begin delta;=deltat+sqr(c)*sqr{c) *sqr(c)*sqr(c)

if {c=0) then tracciaipero fracciaparabola
else end;
ipergen end;
ond; procedure traccia;
procedure ellisse; bgagtin coniche:
begin e T
if ((a+b*deta)>0) then ‘fbg;tl?‘o) then
begin :
closegraph; °§°Se$‘ aph;
clrser- clrser;

writeln("WARRRNING!!!! ELLISSE A PUNTI
COMPLESSIY;
delay(3000)
end
else
begin
if (c=0) then tracciaellisseor
else
tracciaellisse
end;

end;

procedure parabola;
begin
if (b=0Yand(c=0) then tracciaparabor
clse
begin
mil:=sqri{sqr(a)+2*a*b+sqe(b) -
4*detal)/2+a/2+b/2;
miZ=-sqri(sgr(a)yt2*a*b+squd) -
d4*detal ) 2-+af2+b/2;
vak:=-(16*sqr(by*sqr(b)*f-
4*sqr(b)*b*sqr(e)+8*sqr(by*sqr(c)*f);
val:=val-(b*sqr(c)*(sqr(d)-2*sqr{e))+sqr(c) c*(c*f-
d¥e));
val:=val/(sqr(4*sqr(b)+sqr(c)) *(2¥b*d-
cte));
xv:=2*b*val;

yvi=-c*val-(2*¥b*et+c*d)/(4*sqrib)+sqr(c));

ca;=-c/(2¥b);
cosalfa;=1/sqri(sqr(ca) +1);
sinalfa:=(ca)/sqri(sqr(ca) +1);
delta:=-4*a*b*sqr(c)*(16*sqr(b) *sqr(by*sqr(xv+1)-
16*sqr{b)*brcryv*(xv+1));
delta:=delta-
ra¥b*sqr(c)* (4 sqribyrc®(c*(2 *xv+sqr(yv)+2)-
2¥e*(xv-+1)));
delta:=delia-4*a*b¥sqr(c) *(-4¥b*sqr(c)*(c*yv-
(e*yvH))+sqr(c)*c*(c-2%e));
dela:=delta-
64*sqr(b)*sqr(by*b*sqr(c)*(d*(xv+1)+);
delta:=delta+16*sqr(b)*sqr(b)*sqr(c) *(sqr{c)*(sqr{xy
H2¥xv+1)),
delta:=deltat+ 16*squ(b)*sqr(b)*sqe(c)*(2*c*(d*yy+e*
(v +sqr(e));
delta:=delta-
16%sqr()y*b*sgr(cy*cH (sqr(c) *yvF(xv+ 1 Ho®(d* (xv+
Dteryvi2f)-d¥e);
delta:=delta+4*sqr(b)*sqr{cy*sqr(c)* (sqr(c)*(2*xv+s
Qriyvt2)H2%c*(d*yv+e)sqr(d));

writeln'WWWARNING!!! CONICA
RIDUCIBILE.. NON LA DISEGNAMO",
delay(3000)
end
else
begin
if (detal<0) then iperbole
clse
if (detal=0) then parabola
¢lse
ellisse
end
end;

procedure disegno;
begin
InitGraph(Gd,Gm,'percorso per byl di grafica’);
ASSI,
traccia;
closegraph;
if deta<>0 then
begin
repeat
writeln(' INGRANDISCI -I');writeln;
writeln(' RIMPICCIOLISCI -R'); writeln;

wrileln( CENTRA -C";writeln;
writcln(' FINE '), writeln; writeln;
write(! SCEGLI IL COMANDO =
");readln(risp);
case risp of
T'i": begin
pass:=pass*2;
disegno
end;
IR‘,II.I: begin
pass:=round(pass/2);
if (pass>0) then disegno
end;
'C',| Cl: begin
write{' Ascissa del purito da centrare -,
readIn{xc),

write("Ordinata del punto da centrare -,

readin(yc),
xc=-xc*passtmaxx div 2;

- yer=maxy div 2 +yc*pass;
disegno

end

end
until {risp=T"or(risp="1");
end;
end;

procedure in_dati;
begin

clrscr;
write("Coeff. di x*2:"); readin(a); -
write("Coeff. di y*2:"); readin(b);
write("Coeff, di xy:"); readin(c);
write('Coeff, di x:"); readin{(d);
write("Coeff, di y:"); readin(e);
write('Termine note:"); readln(f)

end;

BEGIN

in dati;
pass:=49;
xc:=maxx div 2;
yo=maxy div 2;
Gd:= detect;
disegho;

END.

Sfruttando le precedenti identita
I'equazione della parabola diven-
ta:

_det(d) . _
tr(N)

che per le considerazioni fatte in

merito agli invarianti metrici si

pud scrivere nella forma seguen-
te:

tr(N)y™* + 2

tr(N W22

_ det(M)
tr(N)

=

Si pud ottenere:

. det(M) ,

t 2—2 /= =
|tV |y o
Ricavare 'equazione della conica
a questo punto & immediato e la
sua rappresentazione parametri-
ca &

PARABOLA =
_ el [ ey,
_[ 2 det(M)t’t] @

Nel caso in cui Passe della parabo-
la gia parallelo allasse ¢ (c=b=0}
la curva & espressa in forma car-
tesiana esplicita e la sua rappre-
sentazione parametrica diventa:

_ at2+dt+f]

PARAVER = [t,
é

I parametri direttori I, m dell’as-
se della parabola sono messi in
evidenza dai termini di secondo
grado dell’equazione cartesiana
implicita assegnata e sono dati
dalla seguente equazione:

al2+blm+emw? = (.

Ponendo /=1 e risolvendo le-
quazione rispetto a m si ottiene:

—c¢+ V- dab

m = ;
26

notando che ¢ —4ab=4det(N) =0
sl ha:

m = ca = —c/(2h).

Quindi il punto improprio della
parabola ha coordinate (26,—c,0).
Sia D). la direzione perpendicola-
re alla direzione dell’asse; quindi
= (¢,20,0).

Iiasse della parabola & la polare
di D. ed ha quindi equazione
ef, + 2bf, = 0 dove fla,y) rappre-
senta il polinomio di secondo gra-
do in due variabili che determina
I'equazione polinomiale della pa-
rabola. La soluzione dell’ultima
equazione citata fornisce la se-
guente equazione cartesiana espli-
citata rispetto alla variabile 4:

_ 2¢(a + byx + 2be + cd
4% + ¢2

e ponendo ¢ = 4ab si ottiene:

¢, _2betecd
2b 4b(a + b)

Osservazione. Se b = ¢ = 0 I'asse
non puo essere ricavato con il me-
todo precedente. La parabola ha
comungue asse parallelo all’asse
¥, quindi 'equazione dell’asse é:
a4

2a

Le coordinate del vertice si rica-

vano calcolando Uintersezione tra
Passe e la conica. Poniamo:

y=-

x = —

COST = S , sent = 2
1+eca V1+ea?
L'equazione dell’asse «” quindi é:
[cosTt + x,; sentt + w1
Lequazione dell’asse " quindi é:
[—sentt + xy; cosrt -+ .l

Lia matrice di trasformazione del-
1a conica risulta allora:

COST —senT %,
C=\sent cost 7 |
0 0 1

Congideriamo il punto P di coor-
dinate (&, + 1, %, + ca), P ovvia-
mente appartiene all’asse «’.

Consideriamo quindi la retta or-
togonale all’asse a’ e passante per
P; essa avra equazione:

1 cay.+tca‘+x,+1

Y= ——+
ca ca

Siano P, e Py i punti ottenuti dal-
Pintersezione di suddetta retta
con la parabola; distinguiamo due
cask:

.1) P, e P, sono a coordinate reali,

ne segue che la matrice di tra-
sformazione di coordinate deter-
mina la parabola nella forma (2);

2) 1 punti sono a coordinate com-
plesse, ne segue che la parabola
sara di equazioni parametriche;

PARABOLA =
(el ) .,
2 det(M) ' [

1l programma

11 testo del listato (in Paseal, ver-
sione 4.0 e seguenti) non ha la pre-
tesa di essere «un’opera» e tanto
meno «compiuta»; si accettano
suggerimenti e modifiche, soprat-
tutto da parte degli studenti.
Liindirizzo di posta elettronica a
cui fare riferimento per richiede-
re il listato del programma & il se-
guente: nleal@in.it.

Marco Calvani
Liceo Scientifico «P. Paschini»
Gemona (UD)

! Ade Capone, Lazarus Ledd, ed. Star
Comlcs n. 61, 1998,

2 ]l Bettl possedeva ¢id che al Brioschi
mancava e questi aveva quanto faceva
difetto al Betti... Per sua indole fine ed
artistica al Betti era pitt grato pensare
che non lavorare in maniera automatica
0 meccanica e pereid quel longhi caleoli
che formavano la delizia del rude lom-
bardo erano a lui insopportabili; anzi
qualora egli si fosse messo ad eseguirli
avrebbe forse corso il risehio di cornmet-
tere degli errori, se non lo avesse soc-
corso quel suo finissimo intuito matema-
tico che non lo abbandonava mai...». Vi-
to Volterra, Saggt Scientifici, Zanichel-
1i, Bologna 1990,

* Nel caso dell’ellisse si verifica se & o
meno a punti complessi.

1 Cisi & basati sul testo Geometria di G.
Aceascina-V. Villani, Materiali Didatti-

ci, 28 ETS, Pisa 1983.




