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Sistemi formali e computer

Senon avessi letfo i dirith imprescrittibili del lettore scrittd da Daniel Pennac
non avrei mai avuto il coraggio di aprire il libro di Hofstadter Godel, Escher,
Bach: un'eterna ghivlanda brillanie. Ad essere sincero non sono andato
molto avanti nella lethura (non era il momento giusto, il libro ce 'ho ancora),
ma in compenso mi & venuta la seguente idea: creare un’unith didattica che
Dossa, offrire agli studenti degli spunti di riflessione sui sistemi ipotetico-de-
duttivi e l'eventuale utilizzo del computer per indagare su di essi.

La proposta si rivolge agli studenti della terza liceo scientifico e penso che
potrebbe essere particolarmente interessante affrontarla in un PNI, dato
che gli studentt sono in grado di «leggere» un programma. informatico e ca-
pirne i meccanismi. Ho avato 'occasione di sperimentarla con i miei ra-
gazzi di terza liceo scientifico {(sperimentazione linguistica) nell’'ambito di
un laboratorio didattico (Progetio Lauree Scientifiche) intitolato «Argo-
mentare, congetiurare e dimosivare» tenuto in collaborgzione con 1'Uni-
versith di Perugia rappresentata dalla simpatica professoressa Anna Mar-
tellotti. Il mio vuole essere un suggerimento didattico per parlare di un
aspetto della storia defla matematica indubbiamente rilevante. A partire
dagli Elementi di Euclide si & sempre cercato di ridurre le teorie matema-
tiche ad un sistema di assiomi o postulati, enti primitivi che a loro volta ge-
nerano teoremi e definizioni. Poter offrire agli studenti un sistema formale
visto nella sua interezza non sempre & possibile e sicuramente non ad ogni
livello scolastico.

Per fare cio ci viene in aiuto Hofstadter il quale propone il seguente siste-
ma formale MIU cosl strutturato {chi avesse gia letto il libro e sicuramen-
te sarete in molti, pud saltare Ia prima parte, ma vi invito a dare un'oc-
chiata alla seconda perché potrebbe contenere qualche spunto):

* M,L,U sono enti primitivi;

+ Assioma I: MI;

* Assioma II: se il teorema termina con I, allora si pud aggiungere U alla
fine e si ottiene un teorema. Esempio: se MITIMUI & un teorema, allora an-
che MIIMUT 1o &,

* Asstoma I: se Mix (dove per x si intende una stringa di lettere} & un teo-
rema, allora anche Mxx 1o & Esempio: se MIITMUIT & un teorema, allora an-
che MINMUIHIMUI lo &.

« Asstoma IV: se un tecrema contiene I, allora si pud costruire un nuo-
vo teorema mettendo al posto delle tre [ Ia lettera U, Esempio: MINIMUI
pud generare sia MUIMUI che MIUMUTL

*+ Assioma V: se un teorema contiene due U consecutive, allora queste si
possono sopprimere e si ottiene sempre un teorema. Esempio: MIUU-
MUUT si puo ridurre a MIMIL

A questo punto possiamo fare alcune considerazioni meta-teoriche abba-
stanza immediate, come il fatto che tutti gli esempi riportati non siano teo-
remi del sistema (un teorema del sistemna possiede la M solo come prima let-
tera), due assiomi allungano (fI e IIT) il teorema e due lo accorciano (IV e
V), se non avessimo il I assioma non potremmo cominciare alcun sistema
formale, se cambiamo 'assioma I creiamo un aliro sistema formale,
Potremmo far lavorare i ragazzi per prendere confidenza con il sistema e
chiedere loro di costruire un po'di teoremi e far annotare come vengono
creati i vari teoremi cioé quali sono gli assiomi che applicano (cosa stiamo
chiedendo? Nient'altro che dimostrare teoremi). Cosa potrebbero scoprire
cosi facendo? Che vi sono teoremi che si ailungano all’infinito, che vi sono
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import java.io,*; Fig 1
public class sistform’™{
static int gontl;

§ static int max =100;

static String d[} = new String [max];

static String a,b;

static boolean contr;

public static void main(String args(]) throws IOException {

conti=i;

b="MI";

dii]=b;

costruisciteorema(); L

public static void costruisciteorema ()
throws 10Exception {int i;

boolean trovato;

String  ¢,g;

if (b.charAt(b.length(}-1)=="T)
{
c=h;
b=b +'LJ";
aggiungitea();
if (contr=—false)
costruiseiteoremar);
b=c;}
§§ if (b.length()<4)
{e=b,
b=b+b.substring(1,b.length());
aggiungiteo();
if (contr—"false)
costruisciteorema();
b=c;}
if (b.length()>3){
for (int k=T; k<b.length()-2;k++){
if (b.charAt(k)==T){if {b.charAs(lc+ 1 )—'1){
if{b.charAt(k+2y="1"}{
c=b;
b=b.substring{0,l)+ U+ b.substring{k+3,b. length());
aggiungiteo();
if (contr==Ffaise)
costruisciteorema();
b=c:;}}1}}
if (b.length{}>3} {
for {int k=1, k<b.length()-1;k++} {
if {b.charAt(k)="U") {i(b.charAi(k+1)=="U"){
c=b;
if ((k+1)==b.lengih{)-1)
b=b substring(0,k);
else .
b=b.substring(0,k)}+b.substring(k+2,b.length(});
aggiungiteo(},
if (contr==false)
costruisciteorema();

b=c;}11}

?

public static void aggiungiteo()
throws 10Exception {String £}
InputStreamReader flusso = new InputStreamReader(System.in};
BufferedReader tastiera = new BufferedReader(flusso);

contr=talse;
for {inf p=1;p<=contl;p++} {
if (d[p].compareTo{b)==0)
confr=true;}
if (contr=="false) {
System.out.printin(b);
contl=contl+1;
dfcontl]=b;
if (conti % 10==0} {
System,out.printin("Premere invio per continuare™);
f=tastiera.readLine(};}}}}
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program mi; T2 teoremi che, dopo un certo nhumero di passi, ritornano a teore-
uses crt; - mi gia determinafi, ecc. A questo punto possiamo porre loro la

{programma che caicola i possibili teoremi generati da MI} ] N
588 type vet=array[1..100] of sting; domanda malefica: MU € un teorema?

var a,bistring; Per rispondere a questa domanda ci viene in aiuto il computer
ﬁﬂet:?(_m:ﬂaﬂi ed i ragazzi sono invitati ed aiutati a creare un programma che,
continieger; . . N . N . Py .
d: vet: ‘ fissati gli assiomi, generi la teoria, cioé i teoremi. Per far que-

sto propongo due linguaggi di programmazione noti: Pascal e

procedure aggiungiteo(var dl: vet; bl:string; var contr:boolean;var contZ:integer}; Java. Dalgoritmo creato ricalc E{ la stru a di quello che serve

var jrinteger;

begin a costruire curve ricorsive; viene inolire creato un vettore che
;{‘)’r“;f::lriljszgmz o consente di immagazzinare i teoremi man mano che vengono
if d1{j]=b1 then contr:=true; prodotii in maniera tale che sullo schermo appaiano solo teo-
‘;(“’,““:fﬂ‘se) then remi differenti, Le potenzialith dei due compilatori possono
CEIn . N . .
wgrite]n(bl); quindi essere messe a confronto variando nel programma in Ja-
fjt[";m:c?nﬁl; va (figura 1) l'istruzione preceduta da § (simbolo che non ¢’en-
cont2]:=bl; . s R
if (cont2 mod 10=0) the readln; tra nulla con le istruzioni del programma) corrispondente al-
end; Vistruzione che assegna un valore massimo alla libreria dei teo-
end; . . .
procedure costruiseiteorema(b:string; var cont:integer; var d2:vet); rerni (vettore di strmg‘he) ¢ ql}e]la p re‘?Eduu.i da §3 (b.lenghi<4)
var k,izinteger; che blocea la costruzione dei teoremi (assioma HI). Come ho
‘m:’?“’ﬁ"“tﬂ:b""’ea“; ' scritto, vi sono due assiomi che accrescono la lunghezza del
C:sIring; . . N 1 . P .
begin & teorema, I'agsioma I si pud applicare sempre, quindi & 'unico
if (bilength{b)]="T)then al quale dobbiamo porre una limitazione; per il programma in
begin 4 P &
;ib- » Pascal (figura 2) si modifica il massimo nella parte dichiarati-
b=bHU, ' va, preceduta da §8§ (mrray/1..100] of string) ed il comando
??fc‘;';?ﬁ?ff’ﬁﬁ’)bgﬁzﬁtﬂ’°°"t}; if length(b)<4 preceduto da §§8§ . Facendo cid i ragazzi pos-
costruisciteorema(b,cont,d2); sono entrare meglio nel merito della teoria e trarre conclusio-
'ﬁ%; ni interessanti anche sui due compilatori. Per esempio, con il
end,; . N N N .
§888 If length(b)<d then Pascal gih a lunghezza di stringa 7 ¢'¢ I'errore di stack overflow,
begin mentre con Java no. 5t pud decidere di mandare sullo schermo
c=b; ) . ar
bi=btcopy(b,2,length(b)); solo teoremi di una cer_ta lunghezza e vedere cosa accade au-
aggiungiteo(d2,b,contri,cont}; mentande il campo d'azione. Ma torniamo a noi: MU & un teo-
iF (contr1=false) then rema? Dopo vari tentativii ragazzi si renderanno conto che MU
costruisciteorema(b,cont,d2); . .
b=c; non appare sullo schermo; basta a dimostrare che non é un teo-
,f?{‘fﬁ a(Bp3) th rema? Certamente no, certaménte perd possiamo intiire che
en . . . .
lfor En:g; 1o length(b)-2 do MU non esiste e cid potrebbe costituire una congettura. Pos-
begin siamo ora fornire l'elegante soluzione tratta da Hofstadter:
1f(¥(1;]5(3?§}%3 t[ig;]_l)then «Diamo un nome al numero delle I di una stringa (teorema):
begin chiamiamolo 1a sua I-sommnia... Beco cosa sappiamo:
Cb:[?]}-L'U' . 1. I'l-somimna iniziale & 1 (che non & multiplo di 3);
b:=c::)py(l;,l,k)+copy(b,k+3,]ength{b)); 2. due delle nostre regole (assiomi) non incidono affatto sul-
aggiungiteo{d2,b,contr | ,cont), la I-somma;

if {contri=false) then

costruisciteoremab,cont,d2); 3. le altre due regole (assiomi) incidono sulla I-somma, ma in

bi=c; modo tale da creare un multiplo di 3 solo se ce n'era gia uno
end: end; presente prima di applicare la regola.
if (length(b}>3) then La conchisione che ancora una volta ha la proprieti di essere
t;‘;;gkl: 1 to length(b)-1 do ereditaria & che la F-somma non pud mai diventare un multiplo
c=h: di tre... Quindi MU non é un teovema del sistema MIU»,
if ('%[Fl‘i(](:k?l'))ﬂlid(b&g)]i}?')*:ﬂ b1kl Ecco che si ha Poccasione di parlare di Meta-teoria, di proble-
i -1)=leng en bi=copy(b,i k-i) else - . . . v e
b=copy(b,1 k-1 +copy(b.k+2,length(b)); ma dei quattro colori e (perché no?) anche di Godel!
aggiungiteo(d2,b,contrl cont); N A . . ,
if (contri=false) then Attendo suggerimenti di mofiche, critiche costruttive e spero
. costruisciteorema(b,cont,d2); che cid possa servire a qualcuno. wbonnot@alice.it
=g,
CSdQ Marco Calvani
endg,; . . Ty . -
Liceo Scientifico «R. Donatelli» - Terni
BEGIN
clrser;
contl:=1; o
a="MI'; Bibliografia
d[1:="MT; .
costruisciteoremala, contl,d); R. Douglas Hofstadter, Giidel, Escher, Bach: un’Eterna Ghirlan-
readln da Brillante, Adelphi, 1990. ’

END, Daniel Pennac, Come un romanzo, Felirinelli, 1999.




