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Da un paradosso di Galileo
Galilei ail’applicazione
di un limite notevole

Proponiamo un’unita didattica in cui, partendo dalla lettura di un brano di Galilei nel quale viene

proposto un paradosso, si utilizza lo strumento informatico per riflettere sui concetti di infinitesimo e di

continuo e, alla fine, si giunge al superamento del paradosso stesso.

MARcoO CALVANI

E tu bel bimbo, bimbo mio dolce,
dimmi cosa vuoi che io ti canii?
Cantami dei numeri la serie
Sino a che io oggi non la impari'.

Introduzione

Lo scopo dell’'articolo & quello di proporre una unita di-
dattica sul concetto di infinitesimo e di continuo, argo-
menti solitamente di difficile comprensione, special-
mente nelle ultime classi di un liceo scientifico tradizio-
nale.

Ho preso come riferimento un paradosso proposto da
Galileo Galilei in Discorsi e dimostrazioni matemali-
che intorno a due nuove scienze attenenti alla mecca-
nica e © movimenti locali.

Descrivo, quindi, un percorso didattico che lo analizzi
nei minimi particolari e lo spieghi; per fare cio utilizze-
ro il software CABRI, fermo restando il fatto che si puo
fare anche a meno del programma ed utilizzare dei mo-
dellini in cartone e/o disegni alla lavagna.

I prerequisiti richiesti sono: teoremi sulle rette paralle-

le, proprieta dei triangoli, teorema della corda, triangoli
sin x

simili, limite notevole lirrux
nel calcolo dei limiti.

L'unita didattica si compone di tre parti: la prima consi-
ste nella lettura del brano in questione, nella seconda si
ricerca la dimostrazione di quanto affermato da Galilei,
la terza porta al superamento del paradosso.

Lunita didattica e affrontata nell'ambito del Progetto
Lauree Scientifiche di cui & responsabile la prof.ssa An-
na Martellotti dell'Universita di Perugia e coinvolge gli
alunni delle due classi V del liceo scientifico presso il
quale insegno.

, metodo di sostituzione

Prima parte

Si fornisce una copia a ciascuno studente del brano di
Galilei, di seguito riportato, e lo si legge in classe oppu-
re se ne organizza una drammatizzazione, lasciando che
gli studenti riflettano su quanto lo scienziato afferma e
cercando di individuarne, attraverso un dibattito, i pun-
ti nodali e il paradosso e capire come Galilei suggerisca
di superarlo.

DISCORSI E DIMOSTRAZIONI MATEMATICHE®
INTORNO A DUE NUOVE SCIENZE

ATTENENTI ALLA MECCANICA & I MOVIMENTI LOCALI
tratto da giornata I

interlocutori: Salviati, Simpilicio e Sagredo

Salv. Intendiamo un poligono equilatero ed equian-
golo, di quanti lati esser si voglia, descritto intorno
a questo centro G, e sia per ora un esagono ABC-
DEF: simile al quale, e ad esso concentrico, ne de-
scriveremo un altro minore, quale mnoteremo
HIKLMN: e del maggiore si prolunghi un lato AB
indeterminatamente verso S, e del minore il ri-




s B

spondente lato HI sia verso la medesima parte si-
milmente prodotto, segnando la linea HT parallela
all’AS, e per il centro passi Udaltra, alle medesime
equidistante, GV. Fatto questo, intendiamo il mag-
gior poligono rivolgersi sopra la linea AS, portando
seco Ualtro poligono minore. E chiaro che, stando
fisso il punto B, termine del lato AB, mentre si co-
mincia la revoluzione, l'angolo A si sollevera, e 1
punto C s’abbassera descrivendo Uarco CQ, si che il
lato BC si adatti alla linea a se stesso equale BQ: ma
in tal conversione Uangolo I del minor poligono si
elevera sopra la linea IT, per esser la IB obliqua so-
pra I’AS, né prima tornera il punto I su la parallela
IT, se non quando il punto C sara pervenuto in Q;
allora Ul sara caduto in O, dopo aver descritto U'ar-
co 10 fuori della linea HT, ed allora il lato IK sara
passato in OP: ma il centro G tra tanto sempre ave-
ra caminato fuori della linea GV, su la quale non sa-
ra tornato se non dopo aver descritto Uarco GC. Fat-
to questo primo passo, il poligono maggiore sara
trasferito a posare co ‘l lato BC su la linea BQ, il la-
to IK del minore sopra la linea OP, avendo saltato
tutta la parte IO senza toccarla, e ‘1 centro G perve-
nuto in C, facendo tutto il suo corso fuori della pa-
rallela GV, e finalmente tutta la figura si sara ri-
messa in un posto simile al primo: si che conti-
nuandosi la revoluzione e venendo al secondo pas-
so, il lato del maggior poligono CD si adattera alla
parte QX, il KL del minore (avendo prima saltato
larco PY) cadera in YZ, ed il centro, procedendo
sempre fuori della GV, in essa cadera solamente in
R, dopo il gran salto CR: ed in ultimo, finita una in-
tera conversione, il maggior poligono avra calcate
sopra la sua AS sei linee eguali al suo perimetro,
senza veruna interposizione; il poligono minore
ara parimente impresse sei linee equali all’ambito
suo, ma discontinuate dall’interposizione de’ cin-
que archi, sotto i quali restano le corde, parti della
parallela HT, non tocche dal poligono; e finalmente
il centro G non é convenuto mai con la parallela GV,
salvo che in sei punti. Di qui potete comprendere co-
me lo spazio passato dal minor poligono € quasi
equale al passato del maggiore, cioé la linea HT al-
la AS, della quale é solamente minore quanto e la
corda d’uno di questi archi, intendendo pero la li-
nea HT insieme con li spazii de © cinque archi. Ora
questo, che vi ho esposto e dichiarato nell’esempio
di questi essagoni, vorrei che intendeste accadere di
tutti gli altri poligoni, di quanti lati esser si vogli-
no, purché siano simili, concenlrici e congiunti, e
che alla conversion del maggiore s’intenda rigirar-
si anco Ualtro, quanto si voglia minore; che inten-
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deste, dico, le linee da essi passate esser prossima-
mente equali, computando nello spazio passato dal
minore gl'intervalli sotto gli archetti, non tocchi da
parte veruna del perimetro di esso minor poligono.
Passa dunque il gran poligono di mille lati, e misu-
ra consequentemente, una linea retta equale al suo
ambito; e nell’istesso tempo il piccolo passa una
prossimamente egual linea, ma interrottamente
composta di mille particelle equali a i suoi mille la-
ti con linterposizione di mille spazii vacui, che ta-
li possiamo chiamargli in relazione alle mille line-
ette toccate da i lati del poligono: ed il detto sin qui
non ha veruna difficolta o dubitazione. Ma ditemi:
se intorno a un centro, qual sia, v. g., questo punto
A, noi descriveremo due cerchi concentrici ed in-
sieme uniti, e che da i punti C, B de i lor semidia-
metri siano tirate le tangenti CE, BF, e ad esse per
il centro A la parallela AD, intendendo girato il cer-
chio maggiore sopra la linea BF (posta eguale alla
di lui circonferenza, come parimente le altre due
CE, AD), compita che abbia una revoluzione, che
averad fatto il minor cerchio, e che il centro? Questo
sicuramente avera scorsa e toccata tutta la linea
AD, e la circonferenza di quello avera con li suoi
toccamenti misurata tutta la CE, facendo l'istesso
che fecero i poligoni di sopra: in questo solamente
differenti, che la linea HT non fu tocca in tutte le
sue parti del perimetro del minor poligono, ma ne
JSuron lasciate tante intatte, con linterposizione de’
vacui saltati, quante furon le parti tocche da i lati;
ma qui ne i cerchi mai non si separa la circonfe-
renza del minor cerchio della linea CE, si che alcu-
na sua parte non venga tocca, né mai quello che toc-
ca della circonferenza é manco del toccato nella ret-
ta. Or come dunque puo senza salti scorrere il cer-
chio minore una linea tanto maggiore della sua cir-
conferenza?

Sagr. Andava pensando se si potesse dire, che si co-
me il centro del cerchio, esso solo, stracicato copra
AD, la tocca tutta, essendo anco un punto solo, cosi
potessero i punti della circonferenza minore, tirati
dal moto della maggiore, andare strascicandosi per
qualche particella della linea CE.

Salv. Questo non puo essere, per due ragioni. Pri-
ma, perché non sarebbe maggior ragione che alcuno
de i toccamenti simili al C andassero stracicando
per qualche parte della linea CE, ed altri no; e quan-
do questo fusse, essendo tali toccamenti (perché son
punti) infiniti, gli strascichi sopra la CE sarebbero
infiniti, ed essendo quanti, farebbero una linea in-
finita; ma la CE é finita. L'altra ragione e, che mu-
tando il cerchio grande, nella sua conversione, con-




tinuamente contatto, non pudo non mularlo pari-
mente il minor cerchio, non si potendo da altro
punto che dal punto B tirare una linea retta sino al
centro A e che passasse per il punto C; si che mu-
tando contatto la circonferenza grande, lo muta an-
cora la piccola, né punto alcuno della piccola tocca
piw dun punto della sua retta CE. Oltre che, anco
nella conversione de i poligoni nissun punto del pe-
rimetro del minore si adattava a piu d’un punto
della linea che dal medesimo perimetro veniva mi-
surata; come si pud facilmente intendere conside-
rando la linea IK esser parallela alla BC, onde sin
che la BC non si schiaccia sopra la BQ, la IK resta
sollevata sopra la IP, né prima la calca se non nel
medesimo instante che la BC si unisce con la BQ, ed
allora tutta insieme la IK si unisce con la OF, e poi
immediatamente se gli eleva sopra.

Sagr. Il negozio ¢ veramente molto intrigato, né a
me sovviene scioglimento alcuno: pero diteci quello
che a voi sovviene.

Salv. Io ricorrerei alla considerazione de i poligoni
sopra considerati, Ueffetto de i quali é intelligibile e
di gia compreso: e direi, che si come ne i poligoni
di cento mila lati alla linea passata e misurata dal
perimetro del maggiore, cioe da i cento mila suoi la-
ti continuamente distesi, & equale la misurata da i
cento mila lati del minore, ma con linterposizione
di cento mila spazii vacui traposti; cosi direi, ne i
cerchi (che son poligoni di lati infiniti) la linea
passata da gl'infiniti lati del cerchio grande, conti-
nuamente disposti, esser pareggiata in lunghezza
dalla linea passata da glinfiniti lati del minore,
ma da questi con Uinterposizion d’altrettanti vacui
tra essi; e si come i lati non son quanti, ma bene in-
finiti, cosi glinterposti vacui non son quanti, ma
infiniti: quelli, cioé, infiniti punti tutti pieni; e
questi, infiniti punti parte pieni e parte vacui. £
qui voglio che notiate, come risolvendo e dividendo
una linea in parti quante, e per consequenza nu-
merate, non & possibile disporle in una estensione
maggiore di quella che occupavan mentre stavano
continuate e congiunte senza linterposizione d’al-
trettanti spazii vacui; ma imaginandola risoluta
in parti non quante, cioé ne’ suot infiniti indivisi-
bili, la possiamo concepire distratia in immenso
senza l'interposizione di spazii quanti vacui, ma si
bene d’infiniti indivisibili vacui. E questo, che si
dice delle semplici linee, s’intendera detto delle su-
perficie e de’ corpi solidi, considerandogli composti
di infiniti atomi non quanti: che mentre gli vorre-
mo dividere in parti quante, non é dubbio che non
potremo disporle in spazii piw ampli del primo oc-
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cupato dal solido se non con Uinterposizione di spa-
zii quanti vacui, vacui, dico, almeno della materia
del solido; ma se intenderemo U'altissima ed ultima
resoluzione fatta ne i primi componenti non quan-
ti ed infiniti potremo concepire tali componenti di-
stratti in spazio immenso senza l'interposizione di
spazii quanti vacui, ma solamente di vacui infini-
ti mon quanti: ed in questa guisa non repugna di-
strarsi, v. g., un piccolo globetto d’oro in uno spazio
grandissimo senza ammettere spazii quanti vacui,
tutta volta pero che ammettiamo, l'oro esser compo-
sto di infiniti indivisibili.

Simp. Parmi che voi caminiate alla via di quei va-
cui disseminati di certo filosofo antico.

Salv. Ma perd voi non soggiugnete «il quale negava
la Providenza divina», come in certo simil proposi-
to, assai poco a proposito, soggiunse un tale anta-
gonista del nostro Accademico.

Simp. Veddi bene, e non senza stomaco, il livore del
mal affetto contradittore: ma io non solamente per
termine di buona creanza non toccherei simili ta-
sti, ma perché so quanto sono discordi dalla mente
ben temperata e bene organizzata di V. S., non solo
religiosa e pia, ma cattolica e santa. Ma ritornando
su 1 proposito, molte difficolta sento nascermi da
gli auti discorsi, dalle quali veramente i0 non sa-
prei liberarmi. E per una mi si para avanti questa,
che se le circonferenze de i due cerchi sono eguali
alle due rette CE, BF, questa continuamente presa, e
quella con linterposizione d’infiniti punti vacui,
UAD descritta dal centro, che é un punto solo, in
qual maniera si potra chiamare ad esso equale,
contenendone infiniti? In oltre, quel comporre la li-
nea di punti, il divisibile di indivisibili, il quanto
di non quanti, mi paiono scogli assai duri da pas-
sargli e listesso dover ammettere il vacuo, tanto
concludentemente reprovato da Aristotele, non
manca delle medesime difficolta.

Salv. Ci sono veramente coteste, e dell'altre: ma ri-
cordiamoci che siamo tra gllinfiniti e gl'indivisibi-
li, quelli incomprensibili dal nostro intelletto finito
per la lor grandezza, e questi per la lor piccolezza.
Con tutto cio veggiamo che l'umano discorso non
vuol rimanersi dall’aggirarsegli attorno; dal che pi-
gliando io ancora qualche liberta, produrret alcuna
mia fantasticheria, se non concludente necessaria-
mente, almeno, per la novita, apportatrice di qual-
che maraviglia. Ma forse il divertir tanto lunga-
mente dal cominciato cammino potrebbe parervi
importuno, e pero poco grato.




i

I Seconda parte

Si portano gli studenti in laboratorio di informatica e si
comincia ad usare CABRI (non entrero nei dettagli del-
le istruzioni dato che vi annoierei oltremodo, anche per-
ché le istruzioni sono decisamente elementari e facil-
mente determinabili dai menu a tendina).

Si disegnano due esagoni (fig. 1) regolari e concentrici,
si fanno ruotare dell’angolo Efb’D, con centro in B e sen-
so orario. Si tracciano le circonferenze, di centro B, che
passano per i due vertici G e I e, quindi, gli archi di cir-
conferenza che interessano la trasformazione geometri-
ca. Si considera il segmento che ha come estremi L e K
e se ne misura la lunghezza; si scopre che tale lunghez-
za (lato dell’esagono minore e primo «vacuo») coincide
con il lato dell’esagono esterno. Allora Galilei aveva ra-
gione! Se faccio ruotare gli esagoni lungo le due rette
per sei volte, sia il grande che il piccolo descrivono una
lunghezza pari (considerando nel piccolo anche i «va-
cui») al perimetro di quello maggiore.

322cmpB D

Fig. 1

Ma invitiamo gli studenti a non fidarsi, proviamo con
due pentagoni regolari con altro numero di lati (fig. 2).

Fig. 2

7
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Domandiamo agli studenti se le esperienze fatte ci per-
mettono di confermare quanto asserito da Galilei. In-
somma chiediamo loro se I'affermazione di Galilei rima-
ne una congettura o diventa un teorema. In tal modo gli
studenti si vedranno obbligati a fornire una dimostra-
zione «piu vera».

Proponiamo di prendere in considerazione un pentago-
no e un triangolo del pentagono come in figura 3. Divi-
diamo i lati del triangolo in due in modo da ottenere un
triangolo simile di lati la meta dei quello precedente.
Ruotiamo ABC di un angolo Gf;’K, con centro in B in
senso orario. Congiungiamo E con E’, che & a meta di
BC'’ e misuriamo il «vacuo»; noteremo che ha la stessa
lunghezza di DE , esattamente meta del lato del penta-
gono; noteremo inoltre che DE’ & parallelo ad AB, ma
attenzione, non abbiamo dimostrato ancora nulla.

Fig. 3

Ecco allora la dimostrazione di quanto affermato da Ga-
lilei: nella figura 4 abbiamo preso un triangolo qualsiasi
e, per sMpetﬁa rispetto al lato BC, abbiamo ottenuto il
triangolo OBG. Si tratta di due triangoli isosceli uguali
dalla disposizione dei quali si evince che, se noi ruotia-
mo il lato CB dell’angolo GBD con centro in B e verso
orario, per differenza di angoli uguali, I'angolo CAB e
I'angolo LBD sono uguali. Le due rette AC e BL sono pa-
rallele; di conseguenza si ha che se prendo un qualsiasi
triangolo simile ad ABC e piu piccolo, con vertice in C e
lato parallelo ad AB, se prolungo tale lato fino ad incon-
trare BL ottengo un segmento di lunghezza pari ad AB e
la parte di segmento esterna al lato e proprio il «vacuo»
di cui parlava Galilei.
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Cio significa che abbiamo dimostrato che, dati due poli-
goni di » lati regolari e concentrici, se il pitt grande «ro-
tola» su una retta n volte e trascina, nella sua rotazione,
il pitt piccolo, al termine delle n rotazioni tutti e due i
poligoni hanno descritto sulle due rette corrispondenti
una distanza pari al perimetro del poligono piu grande.

Fig. 4
~. -

Giunti a questo punto, cioé dimostrato quanto aveva af-
fermato Galilei in merito al «rotolamento» dei poligoni
regolari veniamo al paradosso. '

Tracciamo tre circonferenze concentriche ed una semi-
retta con origine il loro centro, individuiamo i tre punti
di intersezione con esse e mediante un’animazione li
facciamo ruotare. Facciamo notare che tali punti de-
scrivono nello stesso tempo tre spostamenti differenti,

Fig. 5
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cosa accade se invece di farli ruotare, facciamo rotola-
re le circonferenze?

Come mai nel tempo che la prima impiega a percorrere
la sua circonferenza anche la piccola descrive lo stesso
spostamento? Che cosa & accaduto ai «vacui»? La mate-
matica non rappresenta piu la realta? Gli infinitesimi, se
sommati all'infinito contano? Se siamo nel discreto cio
& possibile? Che cosa si nasconde nell'infinitamente pic-
colo?

Terza parte

Consideriamo il caso in cui il poligono piu piccolo sia di
lato meta di quello piu grande. Se immaginiamo un poli-
gono regolare di n lati e, la circonferenza circoscritta di
raggio , la somma dei «vacui» ottenuti facendo «rotola-
re» il poligono piu grande sulla retta una volta dovra cor-

rispondere a gz;— sin (ottenuto sommando n-volte la
n

meta del lato del poligono ricavato in funzione di r ed n
con il teorema della corda).

Questa & la lunghezza somma degli spazi vuoti che in-
tercorrono tra un segmento e quello adiacente trasfor-
mato nella rotazione.

A questo punto lo studente intuisce la soluzione al para-

— .
dosso. Certo, il limnsin— non & zero!

X—pa0 n

La somma degli infinitesimi non si annulla ma ci forni-
sce esattamente quanto manca per percorrere lo spazio
della circonferenza maggiore, cioé = - r (dato che w- r ¢
anche la lunghezza della circonferenza piu piccola).
Siamo salvi, la matematica pud ancora rappresentare la
realta.

In conclusione si fa osservare che quanto visto puo es-
sere generalizzato per poligoni che non siano la meta di
quello di riferimento, ma i cui lati siano in rapporto &.

Marco Calvani
Liceo Scientifico «R. Donatelli» - Terni
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1. La serie dei numeri, Angelo Branduardi, Alla fiera dell’Est.
2. Scaricato dal sito www.homolaicus.com/teorici/galilei/.htm




